El examen de Geometria afin y proyectiva
del 19 de junio del 2006 resuelto por cortesia de
Alberto Castellén

1) Considérese un simplex {O7, Oz, 03,1} de un plano proyectivo con A
y B los puntos diagonales A = 0,03N011,y B = O;0,N031. Constriiyanse
los puntos C = ABN 0103 v Q = 0305 N CI. Tricese por A una recta r
distinta de OI que corta a O;03 en M y a O105 en N. Denétese por P al

punto de interseccion de O3 N con O41.

i) Usando métodos analiticos en el sistema de coordenadas homogéneas
{01,042, 03; I}, demuéstrese que M P pasa siempre por @), cualquiera que sea

la recta r elegida (1.5 puntos).

Solucidn El el sistema de coordenadas homogéneas {O1, Oz, O3;1}, se
tiene O = (1,0,0), Oy = (0,1,0), O3 = (0,0,1), I = (1,1,1), 0105 = x5 =
O,Tngxl:O,mzxo:0,0—llle—xgzOyO—g,IExo—xl:0.
Asi, los puntos A y B tendrén por coordenadas A = (0,1,1), B = (1,1,0),



de donde

o T1 X2 _
0 1 1|=0, dedonde AB=—zg+x1 +x2 =0,
1 1 0

B

y C = (1,0,—1). Por otro lado,

o X1 i) L
1 0 —-1|{=0, o CI=xy—2x1+x9=0.
1 1 1

CI

Esto da Q = (0,1,2). El punto M, situado sobre la recta O;03, tendrd unas
coordenadas del tipo M = (), 0, i), pero la condicién AM = r # O;1 implica
p # 0, con lo que es licito escribir M = (a,0,1) para algin escalar a. Es
entonces

To T1 T2
r=AM=10 1 1|=0, y r=x0+ar; —axry=0.
a 0 1

y se comprueba directamente que las coordenadas de () satisfacen la ecuacién
MP = —xg — 2ax, + axs = 0, cualquiera que sea el escalar .
ii) Enunciese la proposicién dual del apartado anterior (0.5 puntos).

Solucién Considérese un cuadrilatero {o1, 02, 03,1} de rectas diagonales

a = (02No3)(o;Ni) y b = (01No2)(o3Ni). Sean ¢ = (aNb)(o1No3) y

q = (02 Nosz)(cNi). Escojase en la recta a un punto arbitrario R distinto de

01 N4, y tracense por él las rectas m = R(o1 No3) y n = R(o1 Noz). Sea

p = (03 Nn)(o; Ni). Entonces m, p y ¢ concurren en un punto.
iii) Pruébese que i) no es sino una consecuencia directa del teorema de
Desargues (1 punto).

Solucién Los tridngulos (C,I,01) y (4, O3, N) se encuentran en la con-

figuracion de Desargues pues B € CA N 103N O1N. De ahi que los puntos
Q=CINAO3, M =CO;NAN y P=10;NO3N estén alineados.



iv) Si se consideran las perspectividades
7a:0.C—01B y 7o,:01B— 014,

Jpor qué es 0 = mp, o 4 otra perspectividad? Hallese el centro de o calcu-
lando las imagenes de C' y Os y utilicese el resultado para dar una demos-
tracion alternativa del apartado i) (0.5 puntos).

Solucién La aplicacién o : O;C — O A es una proyectividad al obte-
nerse por composicién de perspectividades. Ahora bien, como el punto O; de
intersecciéon de las rectas dominio e imagen es doble, la proyectividad ¢ ha de

ser una perspectividad (teorema 1.4.3). Por otro lado,
0(C) = (1o, 0 wa)(C) =m0, (B) = 1

y 0(03) = (10, ©ma)(03) = 10, (02) = 4,

luego el centro de la perspectividad o es CT N O3A = Q. Ahora bien,
o(M) = (mo, o ma)(M) = 7o, (N) = P,

implica que Q € MP. (En toda perspectividad, cada recta determinada por
un punto y su transformado pasa por el centro de la perspectiva.)
v) Justifiquese la veracidad de las dos siguientes afirmaciones:
a) Si una homologia 7 no deja invariable a una recta r, entonces el punto
r N 7(r) es doble.
b) Una homologia no tiene mas puntos dobles que el centro y los pertene-
cientes al eje.
Obténgase i) de las proposiciones a) y b) aplicadas a la homologia de
centro B y eje PQ que transforma I en O3z (1 punto).
Solucidén Supdngase que la holomogia 7 tiene centro C', y dendtese por
X al punto rN7(r). Puede escribirse X = CXN7(r). Ahora bien, 7(X) € CX
pues toda recta por el centro es doble, y 7(X) € 7(r) ya que X € r. Ambas
circunstancias dan 7(X) = CX N 7(r) = X. Esto justifica la parte a).



Para la parte b), admitase que X es un punto doble de la homologia 7
distinto del centro y fuera del eje. Témese una recta s arbitraria por X. Como
s cortard al eje en algtin punto Y, se tiene que s = XY pasa por dos puntos
dobles y es, por consiguiente, doble. Esto convierte a X en un segundo centro
(toda recta por él es doble), mientras que no hay més proyectividad central
con dos centros distintos que la identidad. Contradiccién. (Una homologia
es, por definicién, distinta de la identidad.)

Considérese ahora la homologia 7 de centro B y eje PQ que transforma
I en O3. Entonces 7(C) = BOCNQOs = Ay 7(0,) = BO,NPO3 = N. Esto
proporciona 7(0;C) = N A, luego, por la parte a), M = O;C N NA es doble.
La parte b) implica ahora que M € PQ.

vi) En planos sobre cuerpos de caracteristica 2, dedizcase i) sin mas
herramientas que el teorema de Fano (1 punto).

Solucion En caracteristica 2, cada punto diagonal pertenece a la recta
determinada por los otros dos (teorema de fano). Esto lleva a concluir con
que C es el tercer punto diagonal tras A y B, esto es, C = 0103 N O21. En
particular, O, € CI. De ahi que Q = O,. Considérese ahora el cuadrivértice
(01,Q, 03, N), cuyos puntos diagonales P = O;ANOsN, M = 0,03 N AN
y O2 = Q = O; N N AOs ha de ser colineales.

2) En el plano proyectivo real se dan los puntos A = (1,0,—1) y B =

(0,—1,2), y las rectas r, s, t,u € A* y r’, s',t' € B* de ecuaciones

r= x1 =0, r = 201 + a2 =0
s= wxog—3r1+1x2=0, = 210—2x1—22=0
t= 2x9g—x1+ 222 =0, t = zo =0

u= x9—x1+x0=0.

i) Justifiquese por qué las rectas

(ros)(rns), (rnt)(r'Nt) y (sNt')(s'Nt)

concurren, sin calcular las ecuaciones de ninguna de las tres (1 punto).
Solucion Solo es preciso aplicar el dual del teorema de Pappus a las

ternas de rectas concurrentes (r,s,t) y (r',s',t).



ii) Sea 0 : A* — B* la proyectividad entre haces que transforma r en r/,
sen s ytent'. Héllese la ecuacién de v’ = o(u) (0.5 puntos).

Solucién Un primer método puede usarse aprovechando que las proyec-
tividades conservan razones dobles. Asi, para calcular la razén doble (rstu),
se trabajarfa en el sistema de coordenadas homogéneas {r, s;t}, con r en el

infinito. Esto plantea la identidad
2xg — x1 + 220 = axy + B(xo — 311 + x2).

Identificando coeficientes y resolviendo el sistema en «, 3 se obtiene o = 5,

6 = 2, luego se toma
r=5r1=0 y s=2x9—06x+ 2z, =0.

La relacién

xo — 1 + x2 = a(bzy) + B(2x9 — 621 + 229)

implica a = %, 6= %, luego

2/5 4
-

(rstu) = 12 =

Si se escribe ¢/ = 2x5 = 0, no es preciso tocar las ecuaciones de r’ y ¢’ en el

sistema de coordenadas {r/,s';t'}. Por tanto, de (r's't'u’) = 2 se deduce

/

u = —(2x1 + x2) + 229 — 1 — 22 =0, 0 sea v =10x9 — 227 — 29 = 0.

Ot >

Si al lector le molesta el uso de ecuaciones de rectas en vez de coordenadas
de puntos, podria haber trasladado el problema a uno de proyectividades entre
rectas. En efecto, para cada recta v que no pase por los puntos base de los
haces, ¢ induce una proyectividad 7 : v — v que transforma cada punto
X € v en el punto v N 0(AX). Tomando una recta cémoda, por ejemplo,
la v = 29 = 0, la proyectividad 7 transforma R, R', S en S y T en T’,
con R = rnov = (1,00), S =snv=(310),T =tnv = (1,2,0),
R =r"nNnv=(1,0,0),5 =snNnv=(1,1,0), 7" =t nwv=(0,1,0).



Otra opcién habria sido la de factorizar ¢ como composiciéon de perspec-
tividades siguiendo el método gréfico.

iii) Dése la ecuacién de la cénica
Qlg) = {vNo(v) = ve A},

y clasifiquese (1 punto).

Solucién Bastaria con imponer a una conica que pase por los 5 puntos
A B, C=rnr =(1,0,0, D=sns =(53,4)yE=tnt =(0,2,1) y
resolver el sistema correspondiente. No obstante, se intuye una simplificacién
en los célculos si se toma como nuevo sistema de coordenadas homogéneas el
formado por {A, B,C; D}, y se dirime en él la cuestién para luego deshacer
el cambio al sistema de coordenadas canénico.

Entonces, para que D sea el punto unidad, se plantea la ecuacién vectorial
(57 37 4) = a(17 07 _1) + 5(07 _17 2) + 7(17 07 O),

que da « = —10, 8 = =3 y v = 15. Témese pues A = (—10,0,10), B =
(0,3,—6) y C' = (15,0,0). El célculo de las coordenadas de E en el nuevo

sistema lleva a escribir
(0,2,1) = a(-10,0,10) + (0,3, —6) + v(15,0,0),

y E = (3,4,2) en el sistema {A, B,C;D}. Siguiendo el razonamiento de
la seccién §11.2.2 (previo al lema I1.2.1), la matriz de la forma cuadratica ¢

adquiere en el sistema elegido el aspecto

0
I

O >
o T

con A\ +pu+v=0y6\+3u+4r =0, es decir,



Se observa que Q(q) es no degenerada (|N| # 0), y no es vacia pues tiene
puntos. Se trata entonces de una elipse real. Por 1iltimo, un minimo deber de
cortesia para con quien propone el ejercicio obliga a devolver las soluciones
en el mismo formato en el que se proporcionaron los datos. De ahi que se

deba deshacer el cambio de coordenadas. La matriz

~10 0 10 00 &
P=| 0 3 —6| delcambio tiecne porinversaa Q= | &% 3+ +
15 0 0 % 0 1_15

La matriz M = QNQ! de g en el sistema candénico da la ecuacién pedida

= —6x011 + 22072 + 222 + 32129 + 222 = 0.

3) Sean Q = Q(q) una cénica no degenerada de un plano proyectivo
P(V) y C un punto de ese plano fuera de Q.

i) Si r es una recta por C que cortaa Qen Ay A’ (A # A’), pruébese que
la homologia o de centro C' y eje C* que transforma A en A’ deja invariante

a Q (1.5 puntos).

Polar de C

SigmalB]

Solucion Para cada punto B de la cénica distinto de las intersecciones

con el eje (que son, recuérdese, los puntos de tangencia de las tangentes a



Q por (), la recta OB corta a C* en un punto M. La imagen de B por
la homologfa se calcula mediante o(B) = CB N PA’, con P = ABN C*.
Por otro lado, es sabido (teorema I1.2.6) que si CB corta a Q en By B,
entonces (CMBB') = —1. Pero C es el punto diagonal del cuadrivértice
(A,B,A’,6(B)) en el que PM es la recta que pasa por los otros dos puntos
diagonales. Es entonces M el cuarto arménico de la terna (B,o(B),C). Por
ultimo,

~1 = (Bo(B)CM) = (CMBo(B))

implica o(B) = B’ y la cénica es invariante por o.

El caso restante (B sobre el eje de la homologia) es trivial.

ii) De una cénica no degenerada se conocen cuatro puntos A, B, C'y D,
y el polo E = r+ de una recta r que no contiene a los cuatro primeros. Si se
diera la circunstancia de que BD pasara por F, describase un método gréfico
que permita trazar la conica (1 punto).

Solucién La homologia de centro E y eje r transforma, por ejemplo,
A en otro punto A’ de la cénica. No es otra cosa lo que afirma el apartado
anterior. Ahora se dispone de cinco puntos de la cénica y puede recurrirse a

cualquiera de los métodos de trazado grafico conocidos.



