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A. Castellén

Fundamentos matematicos

De entre los distintos modos de representacién de cuerpos espaciales en
un plano, el sistema cénico de perspectiva es el que responde a un mayor
verismo al basarse en los mismos principios de la visién humana, la fotografia
o la pintura realista. En esencia, la idea se genera en el hecho de que si
se contempla una escena desde un punto fijo V', todos los rayos de luz que
alcanzan a V' no son sino lineas rectas pasando por V. Escogiendo un plano
7 que no contenga a V', cada una de aquellas rectas cortard a 7 segin un
punto. El conjunto de estos puntos constituye una proyeccién de los objetos
observados que el cerebro interpretara con tanta facilidad como el modelo
original. Y ello es facil de entender pues si se prescinde ahora del paisaje para
mirar su proyeccion sobre 7 y se sitiia el ojo en igual posicién relativa respecto
al plano, habran de confluir en la retina las mismas rectas que las primitivas
y procendentes de idénticas direcciones. En el caso de una instanténea, el
objetivo de la camara juega el papel del centro de la perspectiva V', mientras
que la pelicula o el panel de células fotosensibles definen al plano 7. En el
arte pictérico, son la pupila del dibujante y el lienzo los que determinan el

punto V' y el plano .

Tales mecanismos ya eran conocidos por los pintores del renacimiento,
quienes llegaron a concebir una nutrida gama de ingeniosas maquinas que re-

producian el fenémeno de la proyeccién. El lector interesado en el particular
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puede consultar los grabados de Alberto Durero [pinchando aqui. Sin em-

bargo, el salto del nivel empirico al de la construccién de una base tedrica
rigurosa fue dado por el matemético marsellés Girad Desargues (1591-1661).
Desargues comenzo advirtiendo que rectas paralelas del mundo real tal vez
pierdan el paralelismo en el proceso de su representacion. Imaginese, por
ejemplo, que desde un puente sobre la via férrea se divisa la trayectoria rec-
tilinea de las vias. Los rieles, en principio paralelos, parecen converger en un
punto de la lejanfa clavado al horizonte. Y lo mismo sucede con las cornisas
y zbcalos de los edificios o los dinteles y umbrales de las puertas. A estos
puntos de interseccién no se accede en el mundo real, pero si que tienen su
correspondiente proyeccion sobre el plano de un cuadro. De ahi que, para que
la correspondencia fuese total, Desargues maquind el artificio de anadirlos por

las bravas.

Punto del infinito

Punto del infinito

En concreto, por cada haz de rectas paralelas del plano ordinario, agrégese
un punto denominado impropio o del infinito, y convéngase en que semejante
punto pertenece a todas las rectas del haz. A cada direccién del plano se le
ha asignado entonces un punto del infinito. Ademas, retnase la totalidad de
estos puntos del infinito en un conjunto que se llamara recta del infinito o
recta impropia. Al resultado de aumentar el plano mediante la incorporacion
de los puntos del infinito a su familia de puntos, y de la recta impropia a su
familia de rectas se le conoce como plano proyectivo. Para distinguir el plano

ordinario del plano proyectivo, al primero se le aplicara el adjetivo afin. Dicho
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de otro modo, el plano afin resulta del proyectivo al elimininarle los puntos
del infinito. No deja de ser sorprendente que después de esta importante ex-
tension del afin al proyectivo siga verificandose un hecho crucial, a saber, que
por cada par de puntos distintos P y () pasa una unica recta. Para cuando
P y @ estén en el afin, la cuestién es evidente. Si P es un punto afin y @
es el punto impropio asociado a un haz de paralelas (del afin), solo hay una
recta (affn) r del haz que contiene a P. De ahi que la recta (proyectiva) PQ

no sea otra que la que se obtiene al incorporar @) a r.

&

Por ultimo, si P y ) son puntos impropios, es la recta del infinito la

Unica incidente con ambos.

Pero lo gracioso del asunto es que el plano proyectivo satisface una curiosa
propiedad: cada par de rectas r y s distintas tienen exactamente un punto
en comun. En efecto, si r y s ya se intersecaban en el plano ordinario, se
debe a que no eran paralelas, lo que las imposibilita para compartir un punto
impropio y han de cortarse en un tinico punto afin. Si se daba el paralelismo
entre las partes afines de r y s, entonces ambas pasan por el punto del infinito
del haz de paralelas en el que se integraban y siguen intersecandose en un
unico punto, ahora impropio. Y en el caso restante, con r la recta del infinito

y s otra recta cualquiera, ambas incidiran en el punto impropio de s.

La segunda idea clave de Desargues es el concepto de homologia. Al
restringir la discusion de este articulo al plano real, las definiciones que se
dardan en lo que sigue seran bastante simples, aunque se advierte de que

no funcionarian del todo en estructuras matematicas mas generales. Para
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empezar, por proyectividad se entiende a una biyeccién! del plano proyectivo
en si mismo que transforma puntos alineados en puntos alineados, es decir,
cada vez que haya 3 puntos distintos A, B y C con A sobre la recta BC,
entonces el transformado A’ de A pertenece a la recta B’C” determinada por
las respectivas imdgenes B’ y C' de By C.

Las proyectividades se clasifican atendiendo a sus elementos dobles. Dada
una proyectividad, de un punto P se dird que es doble si P’ = P, esto es, si P
se transforma en si mismo por la proyectividad. Una recta r serd doble si pasa
por las imdgenes de cada uno de sus puntos, o sea, la imagen P’ pertenece
a r para todo punto P de r. Adviértase que las rectas dobles no tienen por
qué estar compuestas por puntos dobles. Asi, si se sabe que P es un punto de
una recta doble r, solo se puede afirmar de su transformado P’ que también
pertenece a r, pero no necesariamente ha de coincidir con P. De entre los
distintos tipos de proyectividades, las mas interesantes para su applicacion a
la perspectiva cénica son las homologias.

Se define una homologia como una proyectividad que satisface las pro-
piedades:

i) Existe un punto C' tal que cada recta que pase por él es doble.
ii) Hay una recta r integrada por puntos dobles.

Al transformado P’ de un punto P por una homologia se le suele llamar
homdlogo de P.

No es dificil demostrar que los requisitos i) y ii) son redundantes, en
el sentido de que cada proyectividad que satisfaga uno de ellos verifica au-
tomdaticamente el otro. Si se toman dos rectas r y s distintas y pasando por
C, se tiene C = rNs2 y como r y s han de ser dobles, el homdlogo C’ de
C' debe pertenecer tanto a r como a s, en definitiva, C' = rnNsy C = C".

Un argumento semejante prueba que la recta r a la que se alude en ii) es, asi

L Una aplicacion biyectiva entre dos conjuntos A y B es una asociacion x—zx’ entre los elemen-
tos de A y los de B, de forma que elementos distintos tienen asociados distintos. Al asociado
z' de un elemento x de A se le conoce por imagen o transformado de z.

2 P . . .,
Léase el stmbolo N como interseccidn.
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mismo, doble. Ademas, también hay un razonamiento sencillo que desemboca
en el siguiente hecho: Si para una homologia hay dos o méas puntos en las
condiciones i), o dos o més rectas en las condiciones ii), entonces todo punto
del plano es doble. Cuando se dé esta circunstancia, en que cada punto se
transforma en si mismo, se dira de la homologia que es la identidad. Por con-
siguiente, para una homologia diferente de la identidad solo existen un punto
C'y una recta r con las propiedades i) y ii). A C se le denominara centro de

la homologia, y a r, eje de la homologia.

Es facil hallar el transformado de un punto por una homologia cuando
se proporcionan algunos datos de esta. Por ejemplo, supéngase que de una
homologia se conocen el centro C, el eje r y una pareja de puntos homélogos
distintos M y M’. Como M # M’, entonces M y M’ no pueden coincidir con
C' ni situarse sobre 7, ya que todos estos puntos son dobles. Eso si, la recta
CM es doble, luego M’ € CM. Se desea hallar la imagen X’ de cualquier
punto X del plano. Se distinguiran varios casos.

Casoi) X =C o X € r. Aqui X' = X pues C es doble y r estd llena de
puntos dobles.

Caso ii) X ¢ r y X ¢ CM (véase la figura de arriba). La recta MX
cortard al eje r en cierto punto doble A. Como X € AM, su imagen X’ ha
de pertenecer a la recta AM’. Por otro lado, toda recta por C es doble, luego

el transformado X’ debe caer también sobre CX. Las dos condiciones sobre
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X’ implican X’ = AM' N CX.
Caso iii) X € CM. Trazando la imagen N’ de cualquier otro punto N

fuera de la recta C'M, puede reducirse el calculo al caso ii).

Un tipo particular de homologias se presenta cuando el centro C esta
en el infinito y el eje r no es la recta impropia. En esta circunstancia se
hablara de dilatacion. Como antes, también es facil trazar la imagen X' de
un punto X por una dilatacion de la que se conocen el eje r y un par de
puntos homélogos M y M'. En concreto, como la recta M X interseca a r en
un punto doble A, el transformado X’ debe incidir con la recta AM’. Y si
C es el punto impropio de la recta MM/, la recta determinada por C'y X
es la paralela a MM’ por X. De ahi que X’ se sittie en la interseccién de
esta tltima recta con AM’. Este argumento funciona si X ¢ MM’. En caso
contrario habria que recurrir a la artimana descrita en el caso iii) anterior.

Al lector usuario de CABRI Géometre le resultara ahora sencillo escribir
macros para el trazado de la imagen de un punto por una homologia (de
centro en el afin) o de una dilatacién. Para las primeras, los objetos iniciales
debieran ser el centro, el eje, un par de puntos homologos y el punto del que se
quiere hallar su transformado, mientras que en las dilataciones no se incluiria

al centro como objeto inicial.
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Sistema conico de perspectiva

Horizonte

Plano del
cuadro

e L /Tﬁrra
Plano

geometral /

Los elementos imprescindibles para el sistema conico de perspectiva son:
i) un punto fijo V, que serd el punto de vista del observador,
ii) un plano que no pasa por V denominado plano del cuadro o plano de

proyeccion, habitualmente colocado en vertical, y
iii) un plano utilizado para referencias métricas llamado geometral, y que se

acostumbra a colocar horizontal.

No obstante, son posibles otras disposiciones en cuanto a la inclinacién
de estos planos. Al plano que pasa por V y es paralelo al geometral se le
conoce como plano del horizonte, el cual corta al plano del cuadro en la linea
del horizonte. A la interseccién del plano geometral con el plano del cuadro
se le denomina linea de tierra. Se supondra que los objetos situados sobre el
plano geometral estdn representados a una escala fija, que es con la que se
desea llevar a cabo su proyeccion sobre el plano del cuadro.

La idea basica de la representacién en perspectiva ya fue anticipada en
la seccién anterior, pero ahora se tratara con rigor cientifico. Un punto M del

plano geometral es visto desde V segun la direccién de la recta MV, la cual
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cortard al plano del cuadro en su proyeccién M’. Se trata de encontrar un
método para el trazado de M’. La técnica mds apropiada para ello pasa por
abatir el plano geometral sobre el plano del cuadro mediante un giro alrededor
de la linea de tierra. De esa forma se trabaja solo con un tinico plano en vez de
con dos. Este abatimiento llevaria el punto M al punto que en la figura se ha
denotado por (M). ;Qué punto deberia realizar las funciones de V' tras este
abatimiento? En primer lugar, habria que proyectar perpendicularmente el
punto V sobre el plano geometral hasta un punto V’. La distancia d entre V'
y V' es la misma que la que media entre la linea del horizonte y la de tierra.
Al abatir el plano geometral, V' aterriza en un punto (V’). Sin embargo,
deberia compensarse el desplazamiento inicial d de V hasta V', por lo que
habra que considerar el punto C' que se encuentra en la perpendicular a tierra

por (V), y a una distancia d de este.

Ahora son varias las circunstancias dignas de mencién. Es evidente que
rectas del plano geometral seran vistas desde V' también como lineas rectas
y tienen, por consiguiente, una proyeccion rectilinea en el plano del cuadro.
De ahi que la biyeccién (M) — M’ no sea otra cosa que una proyectividad.
Los puntos situados sobre la linea de tierra no se mueven tras el abatimiento
y se proyectan sobre si mismos, luego la linea de tierra estd compuesta por
puntos dobles. Ademas, el punto (M) se observara desde C en el lugar M’.
Dicho de otra forma, la recta C'(M) es doble. Basta recapacitar un instante
para concluir con que la proyectividad de la que se estd hablando es una
homologia de centro C' y eje la linea de tierra. Segun se vio en la seccién

anterior, bastara conocer un par de puntos homélogos para tener resuelto el

problema del trazado de la imagen de cualquier otro punto por la homologia.

Para ello, concibase una recta r = M N del plano geometral que corta a
tierra en A. (Sigase el razonamiento segin la figura de la pagina siguiente.)
Esta recta se abate sobre el cuadro segin la recta (M)(N) que sigue pasando
por A. Visto M desde V, se localiza hacia la proyeccion M’. Supdngase

ahora que M se desplaza sobre la recta alejandose cada vez mas de tierra.
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Cuando M alcance el infinito, el observador lo contemplard proyectado en
un punto L del horizonte, denominado punto de fuga de r, que no es mas
que la interseccion de la linea del horizonte con el plano determinado por r y
V. Adviértase que las rectas VL y M N son paralelas. Siguiendo el esquema
de abatimientos y proyecciones descrito mas arriba, la recta VL se proyecta,
perpendicularmente sobre el plano geometral en la recta L'V’, y se abate

sobre el plano del cuadro segun L'(V”).

Plano del Horizonte

cuadro T—_ M]

Plano
geometral

Por tltimo, hay que compensar el desplazamiento d entre V' y V' para
transformar L/(V') en la recta LC. Todas estas manipulaciones no consiguen
deshacer el paralelismo original y LC permanece paralela a W Esto
permite el trazado del punto de fuga L. En concreto, si A es la interseccién
de (M)(N) con tierra, entonces el punto de fuga L de r se obtiene como la
interseccién con la linea del horizonte de la paralela a (M)(N) por C. Y
una vez hallado el punto de fuga, puede calcularse el homélogo M’ de (M)

mediante M’ = AL N C(M). Se ilustrara todo esto con un ejemplo practico.

9



Perspectiva cénica con CABRI Géometre
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Supdngase que se dispone del dibujo de la planta de un cuadrado cuadri-
culado. Tréacense la linea del horizonte por un punto P, y la linea de tierra
por () paralela a la anterior. Sea d la distancia entre estas dos lineas. Elijase
el punto de vista V', lo cual impone que el centro de la homologia C' se ubique
en la semirrecta por V perpendicular a tierra, y a una distancia d de V.. Si M
y N son dos de los vértices del cuadrado, la recta M N cortard a tierra en un
cierto A. El punto de fuga L de M N se obtiene como interseccién con el hori-
zonte de la paralela a M N por C, mientras que M ha de proyectarse entonces
en M' = AL N CM. Conocidos pues el centro C, el eje r y un par de puntos
homodlogos M y M’ de la homologia, es facil abordar la proyeccién del resto de
puntos de la cuadricula mediante el uso de la macro CABRI correspondiente.
Aunque no se ha precisado de él, en la figura se ha senalado también el punto
de fuga K del otro lado del cuadrado. Esta proliferaciéon de puntos de fuga
solo es util cuando no se dispone mas que de las herramientas tradicionales

del dibujo lineal y son innecesarias con un paquete como CABRI.
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Resuelto el problema para los objetos del plano geometral, a continuacién
se abordara como representar puntos que estan fuera de aquel. Supéngase que
son dadas la planta, el alzado y el perfil de un edificio y se quiere dibujarlo

en perspectiva.

l - Lineal:iel
- horizonte

M s
Q

.l Linea de tierra
Angulo = 56,45 ° 2%
R

Para que la simulacion sea lo mas general posible, trasladese el rectangulo
de la planta segin un vector de extremo S (en la figura se ha dibujado en
violeta y con trazo discontinuo) y girese alrededor de S segiin un dngulo que
depende de la posicién variable de un punto R sobre una circunferencia. El

resultado de este movimiento euclideo se ve en morado y con trazo continuo.
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Utilicense ahora los métodos expuestos para hallar los transformados de todos
los puntos importantes de la planta. En aras de la claridad, en la figura solo se
han dejado visibles los extremos del rectangulo unidos por segmentos en negro.
;Dénde ird a parar la esquina N” de la cornisa que se sitia en la vertical N’
de la planta? Desde luego que en la recta perpendicular al horizonte por N’,

pero, jen qué punto concreto de esta recta? Para resolver la cuestion, sobre

una recta del alzado indiquense las alturas A, B, C, ..., I de los puntos a
representar.
cossgh
i
! d[P.Q) = 4,47 cm
H
__________ G Linea del
I I - horizonte
1 i i - =
e - F S )
g b ]
"o L )
E': i
. e k.o
1 iy |
R Ee ! i ez
B Mo MY L : 5
1 #
M ! o
Q A : \
" Linea de tierra
Angulo = 46,99 * :
R c
N' '
v
N

Sea A’ la interseccién con tierra del lado transformado M’N’ de la planta.
Se convino en que la escala del plano geometral era aquella con la que se
dibujarian los cuerpos, luego si el segmento de extremos A y, por ejemplo E, se
traslada a otro perpendicular a tierra con extremo en A’, su abatimiento sobre
el plano del cuadro deberia conservar la misma longitud h que la original.
Llévese entonces E a E’ mediante la traslacién de vector AA’. La cornisa en
la vertical de A’ pasa por E’ y es paralela (en la realidad, no en la perspectiva)
a la linea MN del suelo, luego N’, E’ y el punto de fuga L han de estar
alineados por ser L la representacién del punto del infinito de M N. De ahi

que N pueda hallarse como corte de LE’ con la perpendicular a tierra por
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N'. Asi se trazarfan todos los puntos que estdn a altura h. La cuestién estd
solventada. Sin embargo, CABRI permite la construccion de un método mas
sistematico y sencillo que no requiere del auxilio de puntos de fuga.
Concibase la transformacién que lleva cada punto de la perspectiva al
que resultaria de proyectar su vertical a altura h. Esta transformacién, en
particular, aplica A" en E' y N' en N”. Es evidente que todos los puntos
del horizonte seran dobles, puesto que se ven desde V' en su sitio original, y
que las rectas perpendiculares al horizonte también seran dobles, al obtenerse
como intersecciéon con el cuadro del plano determinado por ellas y el punto
V. Se esta pues ante una dilatacion de eje la linea del horizonte de la que
se conoce el par de puntos homoélogos A’ y E’. Usando la macro CABRI
correspondiente a las dilataciones, cuya construccion se sugirié al lector en la
seccién anterior, se escribiria ahora otra macro que admita entre sus objetos
iniciales el punto del segmento Al que senala la altura y que devuelva como
objeto final la proyeccion en perspectiva de un punto en la vertical de la planta
a esa altura. En la figura, para no embarrullarla, se han ocultado casi todos,
salvo la cuspide V' de uno de los tejados, colocada a la altura indicada por

G en la vertical de V.

El lector puede comprobar el resultado de la simulacién [pinchando aqui.
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